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Motivácia

Úloha

• Skúmanie vývoja cien finančných invest́ıcíı.

• Z hl’adiska tvorby diverzifikovaného portfólia nás zauj́ımajú
vzt’ahy medzi výnosmi invest́ıcíı.

“Lepšie informácie o cenách umožnia lepšie modely”

• Zvyšovanie frekvencie zbieraných údajov – problémy:
• komplexita – Big Data
• čo ak dáta nie sú na požadovanej škále dostupné?

• Riešenie problémov lepš́ımi analytickými metódami
• ako z dostupných údajov źıskat’ viac?
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Dvojrozmerný Brownov pohyb s driftom

Skúmajme dva procesy X1
t a X2

t , ktoré sa riadia geometrickým
Brownovým pohybom. Formálne pre j = 1, 2:

dXj
t

Xj
t

= µ̃j dt+ σj dW
j
t
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Dvojrozmerný Brownov pohyb s driftom
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t , ktoré sa riadia geometrickým
Brownovým pohybom. Formálne pre j = 1, 2:

dXj
t

Xj
t

= µ̃j dt+ σj dW
j
t

Ďalej predpokladajme, že štandardné Wienerove procesy W 1
t a

W 2
t sú korelované: E[W 1

t W
2
s ] = ρmin (s, t)

Je známe, že pre takto definovaný proces

E[Xj
t ] = Xj

0 e
µ̃j t, Var(Xj

t ) =
(
Xj

0

)2
e2µ̃jt

(
eσ

2
j t − 1

)
Následne pre vzájomnú koreláciu dostávame

ρX1
t ,X

2
t
:= cor(X1

t , X
2
t ) =

eρ σ1σ2t − 1√
eσ

2
1t − 1

√
eσ

2
2t − 1

t→0+→ ρ, ∀ σ1, σ2 > 0.
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Skúmajme dva procesy X1
t a X2
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Dvojrozmerný Brownov pohyb s driftom
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Obchodovanie v definovaných časových intervaloch
Line chart

53.5

54.0

54.5

55.0

55.5

56.0

MSFT [2015-11-19/2015-12-04]

11 19 2015 11 24 2015 11 30 2015 12 03 2015
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Obchodovanie v definovaných časových intervaloch
Bar chart
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Diskretizácia času a prechod k OHLC

Uvažujme o obchodovańı v časových intervaloch
t1 < t2 < · · · < tn o d́lžke δi, kde ti < ti + δi, i = 1, . . . , n− 1.

Pre takto diskretizovaný proces môžeme definovat’ otváraciu,
uzatváraciu, najvyš̌siu a najnižšiu cenu pre periódu i:

Oj
i = Xti , Cj

i = Xti+δi , Hj
i = max

ti≤t≤ti+δi
Xj
t , Lji = min

ti≤t≤ti+δi
Xj
t .
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Výnosnosti a odhad korelácie – uzatváracie ceny

Spojitá výnosnost’ v rámci časového intervalu i:

Rj
i = ln

Cj
i

Oj
i

∼ N(µj δi, σ
2
j δi)

Zauj́ımavé je však to, či niečo dokážeme povedat’ o vzt’ahu
medzi výnosnost’ami daných dvoch akt́ıv:

ρ̂C = ĉor(R1
i , R

2
i )

D−→ N

(
ρ,

(1− ρ2)2

n

)
Nevýhody: pomalá konvergencia pre |ρ| ≈ 1 a závislost’

rozptylu na ρ. Použ́ıva sa preto Fisherova z-transformácia

1

2
ln

(
1 + ρ̂C
1− ρ̂C

)
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Nevýhody: pomalá konvergencia pre |ρ| ≈ 1 a závislost’
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Výnosnosti a odhad korelácie – maximálne/minimálne ceny

Podl’a Itoovej lemmy sa logaritmy cien Y j
t = ln (Xj

t ) vyv́ıjajú ako
Brownov pohyb

dY j
t = µj dt+ σj dW

j
t , j = 1, 2.

Definujme procesy

Zj
t = Y j

t −L
j
t = Y j

t − inf
0≤s≤t

Y j
s a zjt = Y j

t −H
j
t = Y j

t − sup
0≤s≤t

Y j
s , t ≥ 0

Ide o takzvaný regulovaný Brownov pohyb (Reflected
Brownian Motion), nakol’ko

• proces Zj
t nadobúda len nezáporné hodnoty

• proces zjt nadobúda len nekladné hodnoty

Zj
t a zjt má následne folded (pre Zj

0 = 0 polo) normálne
rozdelenie.
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Brownov pohyb

dY j
t = µj dt+ σj dW

j
t , j = 1, 2.

Definujme procesy

Zj
t = Y j

t −L
j
t = Y j

t − inf
0≤s≤t

Y j
s a zjt = Y j

t −H
j
t = Y j

t − sup
0≤s≤t

Y j
s , t ≥ 0
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Priebeh stochastických procesov

Typický priebeh Wt (červená), Lt (modrá) a Zt (zelená).
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Priebeh stochastických procesov

Typický priebeh Wt (červená), Ht (modrá) a zt (zelená).
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Vzt’ah medzi koreláciami ρ a ρz
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MLE korelácíı pri half-normal rozdeleńı
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Záver

Výsledky

• Využitie úplneǰsej informácie – OHLC ceny namiesto
uzatváraćıch.

• Lepšie aymptotické vlastnosti estimátora pre niektoré
intervaly korelácíı.

• Odvodené všetko potrebné pre odhad maximum likelihood.

Ďaľsie smerovanie

• Empirická analýza.

• Vlastnosti pre ńızke korelácie.

• Cenové skoky, napr. zatváracie a otváracie ceny.
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